AFTERMATH

LOSNINGER
Alle opgaver er lgst af Bent Fuglede.
Potenssummen

Denne opgave er foreslaet af Else Hgyrup.
Lad

S =sin?2° +sin? 7° +sin? 12° 4 - - - + sin? 87°
og

T =sin*3° +sin* 8° +sin* 13° + - - - 4+ sin* 88°
Bestem veerdien af S + 7.

Lgsning

13,5.

Summen deles i de 9 summer af formen for

n=0,1,---,8:

sin4(2 +5n)° + sin4(88 — 5n)°
+ sin4(47 +5n)° + sin4(43 —5n)°

Hver af dem udregnes ved kvadrering af Py-

thagoras:

sin?(2 4+ 5n)° + cos*(2 4 5n)°

+ cos*(43 — 5n)° + sin*(43 — 5n)°
=1-2 sin2(2 + 5n)° c052(2 + 5n)°

+1-=2 sin2(43 — 5n)° cos2(43 —5n)°
=2 — 1 (sin*(4 + 10n)° + sin*(86 — 10n)°)
=2 — L (sin’(4 + 10n)° + cos(4 + 10n)°)
=2-1=15

[3v]
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De gvrige opgaver er fra samlingen Kenneth
S. Williams and Kenneth Hardy, The Red
Book of Mathematical Problems, Dover Pu-
blications, Inc., Mineola (1997).

En sum af brgker

Bestem summen

Lgsning

S =2.
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Men sa er jo S = 2.
Teelling

Vis, at for ethvert naturligt tal, n, findes en
cirkel, som indeholder netop n punkter i pla-

nen med heltallige koordinater.
Lgsning

Betragt to heltalspunkter, (n,m) og (s,t).
Antag, at de har samme afstand til punktet
V2, 1). Altsa, at

Sa er
2(n—s)\/§:n2+m2—32—t2+%(t—m)
Men sa er n = s, sa vi far

(m = 1)(m + 1~ ) =0
Eneste heltalslgsning er m = ¢.

En voksende cirkel med centrum i (\/5,%)

inddrager heltalspunkterne et efter et.



Utilstraekkelige tal

Vis, at der er uendelig mange naturlige tal,
der ikke kan skrives som sum af et helt kva-

drattal og et primtal.
Lgsning
Lad m € N og betragt (3m + 2)2. Af
(B3m+2)>=n*+p
fas
= (3m +2 —n)(3m + 2 +n)

altsa ligningerne

Im+2—-—n=1
Im+2+n=p

der har lgsningerne

p—3
m=—
6
_r-1
T
sa at
=32m+1)
hvoraf m = 0 og p = 3. Alle andre tal af

formen (3m + 2)2 kan derfor ikke skrives som

forlangt.

En ulighed

Lad m >1o0g a, - ,a, € Rog
Ap=a1+--+a,, n=12---m.

Vis, at

Der gelder endda

i(%) <CZ al, C_—<8

Lgsning

Vi kan antage, at alle a, > 0, da |A,| <

Z;:l |a'p|'

Forn =1,2,--- ,m har vi




for ¢ > 1, hvor vi ved anvendelsen af inte-
gralkriteriet har benyttet, at 5 er konveks

for 0 >t > oco. Nu fas

Ved Cauchy’s ulighed fas

[m<A>2>2 ) 5 e g (Ad)
D)) < (—) Z“QZ<—Q>
n=1 " 3 g=1 ! g=1 q

hvoraf det gnskede vises ved division med
2o (%)2 (som kan antages > 0, da resul-

n=1

tatet ellers er trivielt).

NYE OPGAVER

Spionen

Solitaire spilles med pinde, der pa figurerne
er angivet som sorte pletter. Der kan sta én
eller ingen pind i et felt, som pa figuren er
angivet som et kvadrat. Reglen er, at en pind
kan springe til et tomt felt over én anden
pind, som derefter fjernes. Man siger, at den

er slaet.

Nar man gver sig med pindene, far man let
den tanke, at det er sjovt at prgve at ende
sa langt vaek fra udgangspunktet som muligt.
Pa figuren nedenfor er angivet en heer pa 20
pinde, som er opstillet sa gunstigt, at det er
muligt at ende 1 feltet, der er markeret med

en cirkel.




Spergsmalet er, om dette er det bedste, vi kan
opna. Er det muligt at na fem skridt ud fra
fronten?

Arealet af en ¢

Bestem arealet af en $, givet ved formlen:
[l + [yl <1
Opgaven generaliseres umiddelbart til

0= {@w)llal? +1ylF <1}

med arealerne 7 for p =1 og 2 for p = 2.

Kompleks algebra

Lad oy, aq,- -+, a, vere komplekse tal, sa at
Y or ., a er et helt tal for enhver positiv hel

eksponent, m.

Vis, at polynomiet [['_,(z — e;) har hele ko-

efficienter.



